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Die allgemeine Information

Im Grunde dieser Arbeit ist die Forschungen der letzten
Jahre gelegt, aber in derselben Zeit kann man diese Disserta-
tion als Zusammenfassung der lingeren Arbeit, die unter der
Leitung von Emanuel Grinberg schon in dem Jahre 1978 be-
gann, betrachten.

Die graphentheoretischen Aufgaben unter der Leitung von
Emanuel Grinberg losend und Anwendungen ihnen suchend ka-
men wir zu Ideen und Methoden, die im Grunde der Konstruk-
tionsmethoden der effektiven Algorithmen gelegt sind. Die er-
ste solche algorithmische Losungen waren mit Dreiverhaltenkeit
und Planaritit verbunden, die ihrer Natur nach graphentopolo-
gische Probleme waren. Diese topologische Natur in der graphen-
topologischen Forschungen ist wéhrend aller diesen Jahre der
Forschungen erhalten worden, und daher ist es logisch, daf
diese Forschungen zum Ende zu Schemen der Graphenrotatio-
nen kamen, das das zentrale Thema dieser Arbeit ist.

Die theoretischen Forschungen der vorigen Jahre auf dem
Gebiet der Graphentheorie und der Konstruktion der graphen-
theoretischen Algorithmen sind immer Hand in Hand gegangen,
was man auch in den Ergebnissen erwiesen hat, d.h. in diesem
Beitrag, was wir gegeben haben.

So gab die praktische Aufgabe der Einbettung des aplanaren
Graphes in der Ebene mit der Durchfithrung der Kreuzungen
der Kanten mit eingefiihrten neuen Vertizen der Einleitung der
Forschungen tiber der Teilung des Graphes in Dreikomponenten
Platz. Die Ergebnisse dieser Forschungen sind in der Arbeit [7]
gegeben. Leider war diese Arbeit nicht weiter als in dem re-
publikanischen Algorithmusfonds publiziert. Seit 1990 erschien



eine ganze Reihe von Arbeiten [zum Beispiel [36, 37, 38]], wo
alle diese Arbeiten dieselbe Aufgabe losten, was wir schon im
Jahre 1984 gelost hatten.

Doch die Schwierigkeiten dieser Probleme gab eine Antrei-
bung fiir die theoretischen Forschungen iiber die Dreiverhal-
tenkeit der Graphen in der dynamischen Einsicht, wo der Graph
als eine Sequenz der Kanten betrachtet ist. Die klassische
Theorie der Dreiverhaltenkeit von Tutte war nicht brauchbar
im neuen dynamischen Falle. Eine alternative Theorie wurde
gebildet und die Ergebnisse waren in der Arbeit [9] erleuchtet.

In dieser Theorie wird der Graph als leer am Beginn betra-
chtet und in jedem Schritt ist ihm eine neue Kante zugegeben,
wo der Graph immer als verteilt in Dreikomponenten gehal-
ten ist. Im Unterschied von der Tuttetheorie, wo der Graph
und seine Teile als die Mengen der Kanten ( so auch die drei
Typen der Dreikomponenten entsprechend die Graphen, Poly-
gonen und ’'bonds’ mit zugesetzten virtualen Kanten (als Un-
termengen der Kantenmenge)) betrachtet sind, besteht in un-
serer Theorie der Graph aus Basen, was die entsprechenden
Untermengen der Vertizenmenge fiir schon geteilten Graph in
der Dreikomponenten sind, wo der Basentypus dem Typus der
Dreikomponenten entspricht.

Gleich mit der Bildung der neuen theoretischen Vorstellun-
gen war ein Programm auf Computer gebildet, was den Graph
geteilt in den Dreikomponenten unterhielt, wo ein neuer Zus-
tand des Graphes durch den Zusatz einer neuen Kante erreicht
war. Es erwies sich, dal das Programm sehr kompliziert war,
was viele vorige unsere Vorstellungen anderte und als zugebliche
Ansporn neuer Theoriebildung diente.

Wihrend der Programmbildung kamen wir zu Beschluf} ,
daB man ohne der Dreikomponenten auch die dualen Graphen
der Komponenten unterhalten werden miiflen. Es erschien die
Frage, was als dualer Graph des aplanaren Graphes zu betra-



chten ware. Diese Frage war positiv gelost durch die Entdeck-
ung des einfachsten Schema der Graphenrotationen. Spéter er-
wies sich, dal dieses Schema ein bekannter Fakt ist, was nicht
nur einmal durch vielen Mathematikern entdeckt ist. Als erster
Entdecker ist der deutsche Mathematiker des 19. Jahrhunderts
Hefter [19] bekannt. Aber als der Entdecker der letzteren Jahre
und der Author der Idee, dal durch die Fixierung der Kan-
tenrotation eine Einbettung des Graphes auf einer Oberflache
fixiert ist, mehr bekannt ist Edmonds. Mit dieser Zeit began-
nen wir die Forschungen auf dem Gebiet der Graphenrotation-
seigenschaften. Heute heifit dieses Gebiet Theorie der kombi-
natorischen Karten.

In dem Jahre 1993, mit fortsetzenden Forschungen an die
Theorie der Dreiverhaltenkeit der Graphen, kamen wir zu einem
Gedanken in dem Schema der Dualitét statt der Vertexen und
Kanten die Ecken zwischen nebenliegenden Kanten in der fix-
ierten Kantenrotation zu verbrauchen. In diesem Falle wird
selbst das Schema der Dualitat selbstdual, denn das duale Ob-
jekt der Ecke ist auch die Ecke. Mit Forschungen dieser Objekte
kamen wir direkt zu den kombinatorischen Karten. Wéhrend
der Friithjahrs des Jahres 1994 arbeiteten wir drei Monate in der
Prager Universitat in einer Gruppe der Mathematiker unter der
Leitung des Professors Nesetfil, und diese Theorie wurde bis zu
einer gewissen Reife entwickelt, und die Ergebnisse sind in der
Arbeit [11]geschildert.

Heute entwickelt sich die Theorie der kombinatorischen Karten
sehr schnell. Das kann man an der groflen Anzahl der Ar-
beiten auf diesem Gebiet und auch daran sehen, dafl das erste
Buch uber diese Thema erschienen ist, ndhmlich die Monografie
der in New Zealand arbeitenden Mathematiker Bonnington und
Little "Foundations of topological graph theory’ [14].

Im Grunde dieser Dissertation ist die Theorie der kombina-
torischen Karten gelegt, und die wichtigsten Ergebnisse sind in



den drei verdffentlichten Arbeiten [11, 12, 13]ausgelegt.

Die Graphen sind sehr einfache Objekte, aber die Einbet-
tungen der Graphen in die kombinatorische Oberflache, wie es
sich erscheint, sind noch einfachere kombinatorische Objekte.

Die kombinatorische Karten als kombinatorische Objekte
kann man in verschiedenen Weisen einfiihren, zum Beispiel,

1) die Paare der Permutationen mit der Bedingung, da8
ihre Multiplikation eine Involution ohne fixierte Elemente ist
[Graphen auf orientierbare Oberfldche]

2) die Paare der Permutationen ohne zugesetzte Bedin-
gung [Multigraphen auf orientierbare Oberflache];

3) 3-Graphen [14] [Multigraphen auf nicht orientierbare
Oberfliche;

4) die Triplizen der Involutionen ohne fixierte Elemente
[Multigraphen auf nicht orientierbare Oberflache];

5) von Tutte definierte kombinatorische Karten [31]]
Graphen auf nicht orientierbare Oberflache].

Unsere Forschung betrifft alle diese Representationen, aber
diese Arbeit betrachtet besonders die zwei ersten Representa-
tionen. In unserer Auffassung gibt es da zwei unterschiedliche
Interpretationen dieser Objekte. Zuerst, die Grundobjekte in
unserer Theorie sind rein geometrische Objekte, ndhmlich, die
Ecken zwischen nebenliegenden Kanten in der fixierten Kan-
tenrotation. Zweitens, statt der Multigraphen betrachten wir
Parzialgraphen. d. h. Untergraphen.

Die Forschung der kombinatorischen Karten umfafit die Karten
selbst, ihre Figenschaften, ihre Einteilung in verschiedene Klassen
nach dem kombinatorischen Knoten der Karte, wie auch die
Isomorphismus zwischen ihnen. Bei Forschung der Parzialka-
rten ist der Begriff der Abbildung der Parzialkarte eingeleitet.
Es ist sehr bequem die Abbildungen mit Permutationkalku-
lus zu kalkulieren, und diese Kalkulationstechnik erscheint sich
produktiv anwendbar in interessanten Spezialfillen, wenn die



Farbung der Elemente in zwei Farben gegeben ist. Weiter ist
die Theorie der Farbung der Karten entwickelt, welche ver-
schiedene geometrische Objekte der Graphen auf Oberflichen
gibt, —die Zyklen der Ecken in der Einbettungen der Graphen in
Oberflachen, was weiter die Einteilung der Kanten der Graphen
in zwei Typen — in zyklische Kanten und schneidende Kanten
geben.

Eine der prinzipialen Auffassung dieser Arbeit ist, dafl wir
einen eindeutigen Abbildung zwischen Permutationen und Grapheneine-
bettungen auf Oberflachen einfithren. Mit der Normalisierung
einer (ndhmlich, rechter) der Kantenrotationen wurde erreicht,
dafl die Karte nur durch eine Rotation determiniert ist, was
beteutet, dal fiir jede Karte in der Klasse aller Karten nur
eine Permutation entspricht. Durch die Ausdehnung dieser An-
nahme kann man sagen, daf} fiir jede Formel der Permutationen,
die eine neue Permutation berechnet, ein neues Objekt in der
Graphen auf Oberflache entspricht.

Diese Idee wurde mit der Organisation der Permutation-
srechnungen in der auf Computer ausgebildeten Umgebung weiter
entwickelt. Im Proze3 der Arbeit erwies sich, dafi man viele
wichtige Objekte fiir die Graphen auf Oberflichen mit der Hilfe
der einfachsten Operationen mit Permutationen, ndhmlich die
Multiplikation der Permutationen und die Eingranzung der Per-
mutation auf gewisse spezifizierte Untermenge der Elemente,
berechnen kann.

Mit Hilfe der einfachsten Algorithmen, zum Beispiel, gut
bekannten zigzag-walk, was den kombinatorischen Knoten der
Karte gibt, kann man den moglichen Umfang der Berechnungen
sehr stark erweitern. Dennoch geniigt es nicht auch mit diesen
Operationen, dafl da moglich wére einen mehr oder weniger
ernsten Algorithmus zu bauen, zum Beispiel die Planarisation
des Graphes oder die Unterhaltung der Verteilung des Graphes
in Dreikomponenten.



Trotzdem sehen wir gerade in dieser Richtung die wichtig-
ste Motivation der Entwicklung dieser Auffassung, denn tief-
ere Forschung der kombinatorischen Karten und Erweiterung
der Moglichkeit der Berechnungen mit einfachsten Operationen
gibt die Hoffnung, dafi der Umfang dieser Operationen wachsen
muf} , und wir sehen keine prinzipiale Hindernisse, daf} diese ein-
fachste Operationen auch mehr wichtige Algorithmen umfassen
konnten.

Die Dissertation enthalt 61 Seiten, in 15 Kapitel eingeteilt,
und ihre wichtigste Ergebnisse sind in drei Arbeiten [11, 12, 13]
veroffentlicht.

Die Zusammenfassung der Dissertation nach den
Abteilungen

Das erste Kapitel ist die Vorrede, die eine allgemeine Anzeige
der Natur dieser Arbeit gibt.

Das zweite Kapitel, das aus vier Teile besteht, heifit Ein-
leitende Vorbesprechungen. Die erste Vorbesprechung sieht die
Schemen der Rotationen und unsere Methode ihrer Betrach-
tung an. Mit der prahistorischen Betrachtungen beginnend sind
die wichtigsten prinzipialen Grundlagen in dieser Arbeit von
der iibereinstimmenden Abbildung zwischen die Klassen der
Permutationen und die Klassen der Graphen auf der Oberflachen
ausgelegt, und wie diese Methode spéater ausgentitzt ist.

Die zweite Vorbesprechung spricht iiber die Graphentopolo-
gie und in welcher Weise diese Arbeit sie betrachtet. Die dritte
Vorbesprechung spricht iiber die Permutationenberechnungen
un die algorithmische Umgebung auf die Computer. Drei Typen
der Operationen sind definiert, enpsprechend die Operationen
der Permutationenberechnungen, die sehr einfache algorithmisch



durchfiihrbare Operationen und die anderen, die zwischen diesen
vorigen nicht eingeschlossen sein kénnen.

Die vierte Vorbesprechung betrifft einige prinzipielle Fra-
gen, was die Verwendung der kombinatorischen Karten in graphen-
topologischen Berechnungen bedeutet.

Das dritte Kapitel betrifft Permutationen im Allgemeine
und die in dieser Arbeit verwendete Bezeichnungen.

Das vierte Kapitel ist eine kurze Anzeige, wo man die Infor-
mation liber die kombinatorischen Karten in einer allgemeineren
Auslegung als in dieser Arbeit finden kann.

Das fiinfte Kapitel mit seinen sechs Unterabteilungen bet-
rifft die kombinatorischen Karten, die als ein Paar der Permu-
tationen mit einer zugesetzten Anforderung, dafi die Kanten-
rotation nur die graphischen Kanten besitzt, definiert sind. In
diesem Kapitel sind einige einfache Karteneigenschaften betra-
chtet, eingefiihrt sind die beschlossenen Kartenklassen mit fix-
ierter rechter Kartenrotation und Normalkarten mit einer aus-
gewéhlten (und fixierten fiir alle Kartenklasse) rechten Karten-
rotation.

Beispiel 1. Das Beispiel der kombinatorischen Karte:
P = (189)(2536)(470)
Q = (17926)(35480)
12)(34)(56)(78)(90)
14)(23)(50)(69)(78)

™

(
(

1%

In der dritten Unterabteilung sind die Kartenklassen mit
fixierter linken Kantenrotation betrachtet. Gezeigt ist, daf} die



Picture 1: The drawing of the map in the example

selbstvereinigte Karten die Klasse bildet, wo die rechte und
die linke Kantenrotationen gleich sind, und diese Klasse (die
einzige aus allen) die Untergruppe der Gruppe allen Karten ist,
aber die iibrigen Klassen mit fixierter linker Kantenrotation die
linken Nebenklassen dieser Untergruppe sind.

Die vierte Unterabteilung betrachtet den Knoten der Karten
und zeigt, dafl fiir jede Kartenklasse mit fixierter linken Kan-
tenrotation der kombinatorische Knoten fixiert ist. Man prift
das Theorem, dafl man jede Karte mit der Multiplikation ihres
Knotens mit selbstvereinigter Karte | die die Knotung gennant
ist] ausgedruckt sein kann.

Beispiel 2. K4 entsprechende kombinatorische Normalkarte:

= (191)(428)(236)(570

)
= (106)(241)(358)(792)

@:( 7)(28)(30)(49)(52)(61)



Picture 2: The drawing of the dual map in the example

Der Knoten dieser Karte ist gleich

1= (1287)(3490)(5612)

Die entsprechende Knotung ist:

a = (101292)(358)(467)

Die néchsten Unterabteilungen betrachten das Karteniso-
morphismus und das graphische Kartenisomorphismus.

Das sechste Kapitel betrachtet die Parzialkarten, die sich
als ein sehr wichtiger Begriff in der Forschung der Karten im
allgemeinen zeigt. Dieses Kapitel besitzt 11 Unterabteilun-
gen. Die erste Unterabteilung betrachtet die Zeichnung der
Parzialkarten, wo die Prozedur der Zeichnung in derselben Zeit
als die Priifung dient, dafl jedem Permutationpaar eine graphis-
che Parzialkarte entspricht, wo die erste die Unterkarte jener
Karte ist. Dieser Begriff ist formalisiert durch die Einleitung

10
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Picture 3: The drawing of the map considered in the example

des kombinatorischen Objekts — der Abbildung der Parzialka-
rte, die selbst die kombinatorische Karte ist.

Beispiel 3. Die Parzialkarte

(12)(34)(56)
(135)(246)
(145236)

Die Abbildung der Parzialkarte:

11



Picture 4: The drawing of the dual map considered in the example

Im dritten Kapitel wird die geometrische Interpretation der
nicht graphischen Kanten der Parzialkarten betrachtet, daf sich
die Parzialkarte als Unterkarte einer Karte betrachten laft,
wo man die letzte bekommen kann, wenn die nichtgraphischen
Kanten [als leer betrachtet] mit Polygonen verkleibt sind. Diese
Karte wird reduzierte (oder gekiirtzte) Abbildung genannt.

Die Unterabteilungen von der sechsten bis elften betrachten
einige engere Fragen.

Das siebente Kapitel besitzt nur eine kurze Literatur-Anzeige,
wo man die Kartenbetrachtung finden kann, der die Graphen
auf nicht orientierbaren Oberflachen in Entsprechung stehen.

Das achte Kapitel besitzt die Theorie der Zyklendeckun-
gen. Die Zyklendeckung wird solche Permutation genannt, dafl
jede Anwendung dieser Permutation der Vertexrotation oder
der Kantenrotation folgt.

Die geometrische Interpretation der Orbits in der Zyklen-

12



Picture 5: The drawing of the image of the partial map

deckung ist die Zyklen des Graphes, wobei man fiir jeden Zyklus
in dem Graph eine solche Zyklendeckung finden kann, die den
entsprechenden Orbit enthilt. Diese Zyklendeckung enthélt
gleichzeitig nur einen kleinen Teil aller Zyklen, aber dieses Ob-
jekt ist sehr einfach und seine Forschung statt aller Menge der
Zyklen die Ergebnisse gibt, die sehr oft in graphentopologis-
chen Forschungen verwendbar sind. Deshalb wird da eine sehr
wichtige Rolle fiir die Forschung dieser Objekte in dieser Ar-
beit eingezeigt. Zum Vergleich mit den in der Literatur gut
bekannten Zyklen, von Stahl entdeckten, die sich brauchbar
fiir die Priifung des Jordantheorem der Kurven in dem kombi-
natorischen Falle [28] erwiesen und sehr unbequem definierbar
sind und darunter ihre Verwendung in anderen Fallen fraglich
ist, das bei uns eigefithrte Objekt ist sehr einfach.

Die Zyklendeckung erteilt die Kanten der Karte in vier
Gruppen, entsprechend Zyklenkanten, Schnittkanten, Krolkan-
ten und Rekurenzkanten.

13



14 &

15 12

lé

13 10
7 2

1 11
Picture 6: The drawing of the prism graph with marked cycle-edges.

Beispiel 4. Normalisierte planare kombinatorische Karte, die
entspricht dem Prismagraph:

P = (137)(201)(386)(479)(554)(628)

Q = (1461)(2937)(4856)(853) (027).

Die Zyklendeckung ohne inneren Kanten (in diesem Falle die
einzig magliche):

(125637)(294861)(853) (027).

Mit Hilfe von zyklischen Kanten, d.h. Zyklenkanten und
Rekurenzkanten und der Eingranzung der Zyklendeckung auf

14



ihnen bekommen wir die sogenannte Unterkarte der Zyklen-
deckung. Das Theorem ist gepriift, dal die Unterkarte der
Zyklendeckung eine kombinatorische Karte ist.

Ein sehr wichtiger Umstand ist das, dafl die Zyklendeck-
ungen und die Begriffe, die sie charakterisieren, sehr einfach
berechenbar sind. Die Verhéltnisse zwischen Zyklendeckun-
gen und die Verteilungen der Kantenrotation nach der Typen
der Kanten sind in der achten Unterabteilung betrachtet. Der
zehnte Unterabteilung betrachtet einzige wichtige Theoremen,
die die Veranderungen in der Kantentypen der Karte, wenn sie
mit rechter Kantenrotation multipliziert ist, betrachtet.

Das neunte Kapitel betrachtet einen sehr wichtigen Fall der
Zyklendeckung, wenn die Karte nur die Kanten von zwei Typen
enthéalt, namlich die Zyklenkanten und die Schnittkanten. In
diesem Falle kann man die Menge der Elemente in zwei Far-
ben in solche Weise ausmalen, dafl jede Kante in der Kan-
tenrotation beide Farben bekommt. Diese Zyklendeckungen
bezeichnet man als farbungsbar. Dieser Fall ist sehr wichtig
auch deshalb, daf} die Zyklendeckungen mit dem Algorithmus
berechenbar sind, was in der Literatur zigzag-walk heifit. Wie
bekannt ist, fixiert dieses zigzag-walk auch den Knoten in der
kombinatorischen Karte.

Die zweite Unterabteilung des neunten Kapitels betrachtet
einzige Ergebnisse der Anwendung der farbungsbaren Deckun-
gen der Karten fiir die Losung der graphentopologischen Prob-
leme. In Abteilungen 9.2.2 und 9.2.3 ist die Auffassung demon-
striert, was in der Einleitung formuliert ist: nach der Priifung
eines konkreten Theorems iiber Permutationen (Theorem 55),
welche eine direkte Interpretation hat, sind die Kosequenzen
im graphisch-topologischen Sinne betrachtet. Daneben ist eine
einfache Methode angegeben, wie die Zyklen in der Zyklendeck-
ung geschnitten werden konnen.

Im zehnten Kapitel sind die Permutationsrechnungen im

15



Falle, wenn die Menge der Elemente in gewissen Untermengen
eingeteilt ist, betrachtet.

Im elften Kapitel ist dieselbe Technik fiir die Berechnung
der Abbildung der Parzialkarte und die entsprechende Charak-
terisierungen verwendet. Der Knoten und die Knotung ist
berechnet, wenn sie nach dem zizag walk spezifiziert sind. Danach
ist diese Technik fiir die Berechnung der Parzialkarten, die
durch farbungbaren Zyklendeckung definiert sind, gebraucht.

Zwolftes Kapitel betrachtet einzige topologische Operatio-
nen, wie sie durch die Berechnungen der Parzialkarten ausfithrbar
sind. Die Typen der Operationen sind nach der Kompliziertheit
dieser Operationen geforscht, und sie sind nach den drei Typen
der Operationen, wie das in der Einleitung charakterisiert ist,
klassifiziert.

Im dreizehnten Kapitel ist eine in PASCAL ausgebildete
Umgebung fiir die Berechnungen der kombinatorischen Karten
und ihrer Charakterisierungen betrachtet. In dieser Umgebung
wereden verschiedene Hypothesen, theoretische Annahmen und
algorithmische Losungen gepriift. In dieser Umgebung sind
die Karten und die Graphen entweder manual eingeleitet oder
auch randomweise generiert. Die Grofle der Graphen sind bis
mehrere Hunderte der Kanten. Auf der Seite 54 ist dasPro-
tokoll eines Experiments gegeben.

In dem 14. Kapitel ist die Geschichte dieser Forschungen,
die in dieser Dissertation erwahnt sind, gegeben. Dieses haben
wir schon in der Einleitung besprochen.

Das 15. Kapitel ist eine Zusammenfassung dieser Disserta-
tion, wo unsere Ergebnisse in den theoretischen und algorith-
mischen Forschungen besprochen sind.

Das 16. Kapitel enthélt die Danksagungen.

Am Ende der Arbeit sind die Hinweise zur Literatur, Refer-
ate und nicht publizierte Manuskripte, insgesamt 62 Einheiten,
die in drei Gruppen eingeteilt sind, gegeben. Die erste Gruppe

16



(26 Hinweisen) zeigt die Arbeiten anderer Autoren von den
kombinatorischen Karten (und einschldgige Fragen) an. Die
zweite Gruppe (6 Anzeige) enthélt die Arbeiten, die den Bezirk
der Forschungen der vorigen Jahre von der Konstruktion der
Algorithmen betreffen. Die dritte Gruppe enthélt die Arbeiten
des Autors entweder der vorigen oder der letzten Jahre, die
direkt die Fargen , die in dieser Dissertation betrachtet sind,
betreffen.

17
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